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摘 要： 基于脊回归（ＲｉｄｇｅＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）理论，提出一种对角加载系数的非参数计算方法．通过分析剩余矢量随快
拍数变化的趋势，该算法将误差绝对值作为剩余矢量的代价函数．仿真结果表明，新算法在小快拍数据和阵列存在失
配时能够抑制噪声带来的旁瓣起伏效应，具有较好的稳健性．
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１ 引言

对角加载算法是自适应波束形成中的一个经典算

法，它在工程上易于实现，经常用来改善协方差矩阵特

征值扩散导致的波束畸变带来的性能下降［１］．但是自从
该算法提出以来，一直有一个让工程师无法逾越的障

碍，这就是对角加载系数的确定．在实际中，工程师选择
加载系数依赖于经验值，通常为噪声功率的 １０～
１５ｄＢ［２］，尽管该经验值在仿真实验中有效，但是噪声功
率在实际应用中受环境因素影响大，不能准确得到噪声

功率．因此，虽然对角加载算法有效，但是加载系数难以
确定，成了该算法应用中的一个弊端．

针对这个难点，国内外已有很多学者对该算法进行

了深入的研究［２～６］，提出了一些加载系数的确定方法．
ＪｉａｎＬｉ等人提出的双约束的稳健的自适应波束形成［７］，
认为导向矢量的误差分布在一个椭球体中，根据误差的

集合可以确定最优的加载量．Ｖｏｒｏｂｙｏｖ等人的最差性能
优化的波束形成算法［８］，将凸优化理论中的二阶锥优化

（ＳＯＣ：ＳｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒＣｏｎｅＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）应用到求解稳健的
自适应波束形成，该算法经过变换，也属于对角加载算

法的推广．以上算法虽然能唯一地确定加载系数，但是
这些算法仍然需要依赖导向矢量误差的模值，该模值属

于需要估计的系统参数．针对采样数据有限，样本协方
差矩阵不够准确的问题，基于增强协方差矩阵估计的思

想，Ｌｅｄｏｉｔ等人提出广义线性组合方法（ＧＬＣ）［９］，利用样
本协方差矩阵和具有某种结构的矩阵的加权线性和构

造出更加准确的观测数据协方差矩阵，其中具有某种结

构的矩阵称为收缩目标（ＳｈｒｉｎｋａｇｅＴａｒｇｅｔ），它的结构依
赖于观测数据的统计特性．在此算法基础上，Ｙｉｌｕｎ等人
提出了ＲＢＬＷ算法［１０］，依据 ＲａｏＢｌａｃｋｗｅｌｌ理论，在后验
概率条件下计算加载系数，它是 ＧＬＣ算法在高斯模型
下的特例．因此，这些推广算法的实现也需要对观测条
件有一定的先验信息，才能自适应地根据观测数据计算

出加载系数．ＨＫＢ算法［１１，１２］利用脊回归理论对Ｃａｐｏｎ算
法的线性方程解引入脊参数加强该算法的鲁棒性，是目

前少数只由当前数据确定协方差矩阵对角加载系数的
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算法．但是该算法在理想情况的大快拍样本下，性能明
显下降［４］．

为了更好的利用对角加载算法，且适应于实际环

境中经常出现的各种不确定的误差（包含阵列校正误

差，导向矢量误差，指向误差等）及小样本观测数据情

况，本文基于 ＨＫＢ算法提出一种完全由实际观测数据
确定加载系数的计算方法．该方法在Ｃａｐｏｎ波束形成算
法［１３］的基础上，通过广义旁瓣相消（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＳｉｄｅｌｏｂｅ
Ｃａｎｃｅｌｌｅｒ）的变换形式［１４］，利用脊回归（ＲｉｄｇｅＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）
估计理论［１５］对广义线性回归模型进行分析，并采用误

差绝对值作为模型中余量的代价函数，通过计算脊参

数（ＲｉｄｇｅＰａｒａｍｅｔｅｒ）从而得到对角加载系数．从仿真结
果中看出，加载量能有效地随噪声信号功率变化，改善

了协方差矩阵中小特征值带来的方向图畸变，因此应

用于波束形成中有着较高的输出信干噪比．

２ Ｃａｐｏｎ波束形成算法的广义旁瓣相消参数
化形式

假定有一个 ｍ维阵元组成的阵列，对一个复数阵
列加权向量 ｗ∈Ｃｍ，波束形成器的输出为：

ｙ（ｔ）＝ｗＨｘ（ｔ） （１）
其中 ｘ（ｔ）是阵列接收数据，有如下形式：

ｘ（ｔ）＝ｓ（ｔ）＋ｉ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （２）
对于 ｔ＝１，２…，Ｎ，ｓ（ｔ），ｉ（ｔ），ｎ（ｔ）分别来源于期望信
号，干扰和噪声，期望信号是来自θｓ方向入射的窄带信

号，同时还有来自θｋ方向的干扰ｉｋ（ｔ）．ａ表示阵列导向
矢量，不失一般性，假定所有的向量都是归一化的，也

就是说‖ａ‖２＝ｍ．
Ｃａｐｏｎ波束形成（又称为标准的波束形成 ＳＣＢ）算

法［１３］是选择一个使得阵列输出功率最小的加权向量

ｗ，使用线性约束二次型问题：
ｍｉｎｗｗＨＲｗ ｓ．ｔ．ｗＨａ＝１ （３）

其中 Ｒ代表观测数据的理论协方差矩阵，在实际应用
中，Ｒ通常由有限样本的协方差矩阵 Ｒ^代替．上述方程
的解是：

ｗＳＣＢ＝
Ｒ－１ａ
ａＨＲ－１ａ

（４）

式（４）中的加权向量 ｗ根据 ＧＳＣ可以重新被一个
新的参量η表示为：

ｗ＝ａｍ－Ｂη （５）

其中 Ｂ∈Ｃｍ× ｍ( )－１ 是一个半酉矩阵，满足 ＢＨａ＝０，
ＢＨＢ＝Ｉ，η∈Ｃ

（ｍ－１）×１．在均匀线阵的条件下，一种有
效的得到矩阵 Ｂ的方法是对ａ进行 ＱＲ分解［１１］，其中
Ｂ是酉矩阵的最后ｍ－１列组成的．这样，式（５）可以被
写成：

ｍｉｎη Ｂη－
ａ( )ｍ

Ｈ
Ｒ Ｂη－

ａ( )ｍ ＝ｍｉｎη Ｒ１／２Ｂ{η
Ｘ

－Ｒ１／２ａ{ｍ
 


ｂ

（６）
其中 Ｒ１／２表示正定 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵 Ｒ的均方根．

这样，Ｃａｐｏｎ波束形成可以被理解为一个超定的最
小二乘（ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，以下简称 ＬＳ）线性回归方程［１１］：

ｂ＝Ｘη＋ｅ （７）
其中 ｅ是剩余矢量或余项．Ｃａｐｏｎ波束形成由标准的 ＬＳ
解得到：

ηＬＳ＝ ＸＨ( )Ｘ －１ＸＨｂ （８）
然而ＬＳ解的前提是 ＸＨＸ必须是或近似是单位阵．

如果不满足上述条件，那么 ＬＳ解将对误差很敏感，导
致估计的参数将不再适合该方程［１５］．当 ＸＨＸ的特征值
至少有一个接近零时，估计量ηＬＳ的均方差将取很大的

值，这时ηＬＳ对η的估计实际已完全失去可靠性，就会

出现所谓“病态”现象，这也是 ＳＣＢ算法在实际情况中
经常失效的原因．

３ 脊回归理论

ＡＥＨｏｅｒｌ于１９６２年首次提出用来改善病态线性回
归问题的方法———脊回归估计［１５］，定义为

ηＲＲ（ρ）＝ ＸＨＸ＋ρ( )Ｉ －１ＸＨｂ （９）
其中ρ＞０是脊参数．利用脊回归估计能够解决在实际
情况中线性方程 ＸＨＸ秩亏损，特征值发散等问题，使
得新的估计量与真实参数间的均方差减小，即就是对

η进行某种“收缩”变换，这就是脊回归的基本思想．式
（９）又可以表示为

ηＲＲ（ρ）＝ Ｉｍ＋ρ ＸＨ( )Ｘ( )－１ －１
ηＬＳ＝ＺηＬＳ （１０）

其中 Ｚ＝Ｉ－ ρ
ＸＨＸ＋ρ( )Ｉ

，且ρ＞０．从式（１０）中可以看

出，若ρ＝０脊回归估计参数ηＲＲ（ρ）等效为ＬＳ解ηＬＳ．

４ 对角加载系数的选取

为了改进 ＳＣＢ算法在实际情况中，协方差矩阵 Ｒ
易于出现小特征值，使权向量恶化的情况，因此学者提

出了对角加载方法其权向量形式为［４］：

ｗＤＬ＝
（Ｒ＋ρＩ）

－１ａ
ａＨ（Ｒ＋ρＩ）

－１ａ
（１１）

其中ρ为对角加载系数．
这里给出了证明式（９）中的脊参数就是式（１１）中的

对角加载系数的公式推导过程［１１］．为了便于理解，公式
中的脊参数和加载系数采用了相同的符号ρ．

首先将式（９）带入到式（５），此时得到了基于脊参数
估计的权向量形式 ｗＲＲ（ρ）．

ｗＲＲ（ρ）＝
ａ
ｍ－Ｂ（Ｘ

ＨＸ＋ρＩ）
－１ＸＨｂ （１２）
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将式（６）中 Ｘ和ｂ的定义，Ｘ＝Ｒ１／２Ｂ，ｂ＝Ｒ１／２ａ／ｍ带
入式（１２）

ｗＲＲ（ρ）＝
ａ
ｍ－Ｂ （Ｒ１／２Ｂ）Ｈ＋ρ( )Ｉ －１（Ｒ１／２Ｂ）ＨＲ１／２ａｍ

＝ Ｉ－Ｂ（ＢＨＲＢ＋ρＩ）
－１ＢＨ[ ]Ｒ ａ

ｍ （１３）

在上式中括号里的最后一项 Ｒ加上ρＩ，由于 Ｂ
Ｈａ

＝０，ρＢ
Ｈ( )ａ ／ｍ＝０不影响值的大小．

ｗＲＲ（ρ）＝ Ｉ－Ｂ（ＢＨＲＢ＋ρＩ）
－１ＢＨ（Ｒ＋ρＩ[ ]） ａｍ

（１４）
利用式（５）中 ＢＨＢ＝Ｉ可得

ｗＲＲ（ρ）＝ Ｉ－Ｂ（ＢＨＲＢ＋ρＢ
ＨＢ）－１ＢＨ（Ｒ＋ρＩ[ ]） ａｍ

＝ Ｉ－Ｂ ＢＨ（Ｒ＋ρＩ）( )Ｂ －１ＢＨ（Ｒ＋ρＩ[ ]） ａｍ
（１５）

定义 槇ＲＲ＋ρＩ，并利用 Ｉ＝槇Ｒ－１／２槇Ｒ１／２，槇Ｒ＝槇Ｒ１／２

槇Ｒ１／２，可得

ｗＲＲ（ρ）＝ 槇Ｒ－１／２槇Ｒ１／２－槇Ｒ－１／２槇Ｒ１／２Ｂ（ＢＨ槇ＲＢ）－１ＢＨ槇Ｒ１／２槇Ｒ１／[ ]２ ａ
ｍ

＝槇Ｒ－１／２ Ｉ－槇Ｒ１／２Ｂ ＢＨ槇( )ＲＢ －１ＢＨ槇Ｒ１／[ ]

           

２

∏
⊥
珟Ｒ１／２Ｂ

珟Ｒ１／２ ａｍ

（１６）

利用正交投影矩阵的定义［２０］∏⊥
Ａ ＝Ｉ－∏Ａ

＝Ｉ

－Ａ（ＡＨＡ）－１ＡＨ，从式（１６）可以看出，∏⊥
珟Ｒ１／２Ｂ

是矩阵

珟Ｒ１／２Ｂ补空间的正交投影矩阵．
由于 ＢＨａ＝０，可以得到 ＢＨ珟Ｒ１／２珟Ｒ－１／２ａ＝０，即表

示珟Ｒ－１／２ａ张成了珟Ｒ１／２Ｂ的补空间，因此有 ∏⊥
珟Ｒ１／２Ｂ

＝∏⊥
珟Ｒ－１／２ａ

，所以

ｗＲＲ（ρ）＝珟Ｒ
－１／２∏⊥

珟Ｒ－１／２ａ
珟Ｒ１／２ａｍ （１７）

再次利用正交投影矩阵的定义∏Ａ
＝Ａ ＡＨ( )Ａ －１ＡＨ，

其中 Ａ珟Ｒ－１／２ａ可

ｗＲＲ（ρ）＝珟Ｒ
－１／２珟Ｒ－１／２ａａＨ珟Ｒ－１／２

ａＨ珟Ｒ－１ａ
珟Ｒ１／２ａｍ （１８）

利用 ａａＨ＝ｍ和推导过程中定义的珟ＲＲ＋ρＩ，上式经
等效变换可

ｗＲＲ（ρ）＝
Ｒ＋ρ( )Ｉ －１ａ

ａＨ Ｒ＋ρ( )Ｉ －１ａ
＝ｗＤＬ （１９）

以上推导表明脊参数正是对角加载系数．若ρ＝０上式
的权向量为标准的波束形成ＳＣＢ算法的解．

从前面论证的内容已知，通过对矩阵 ＸＨＸ的对角
线元素增强ρ＞０，可以改善由于特征值分散导致对参
数η估计带来较大的方差，从而获得一个有偏的估计

参数ηＲＲ（ρ），使得其与真值的均方差小于常规的 ＬＳ估
计．然而ηＲＲ（ρ）中脊参数ρ依赖于未知的系统参数σ

２

（余量的方差），这使得ρ的确定十分困难．脊参数的计
算是统计界的一个难题，统计学家做出了多种方

法［１２，１６］，这里仅对在 ＨＫＢ算法中脊参数的计算方法进
行讨论，该算法采用调和平均的思想［１１］，这里我们不对

该理论深入分析．ＨＫＢ算法在小快拍数据下性能是良
好的，但随着样本数的增加，加载系数会迅速增加，大

的加载系数会带来过协方差矩阵过加载，反而会降低

输出的 ＳＩＮＲ．通过对原算法的深入分析，将原算法中对
余量方差的最小二乘估计替换为 ｌ１估计，利用 ｌ１估计
的鲁棒性［１７］，改善原算法存在的缺陷，使得通过合理的

加载提高输出ＳＩＮＲ．新算法的脊参数计算方法如下

σ^
２
ｌ１
＝‖Ｘηｌ１－ｂ‖

２ （２０）

ρＮｅｗ＝
ｍ( )－１σ^２ｌ１
‖ηｌ１‖

２ （２１）

其中ηｌ１表示η的ｌ１解．ρＮｅｗ为脊参数，也就是改进算法
计算得到的对角加载系数．

改进方法与 ＨＫＢ算法的差别体现在对上述式（７）
中剩余矢量的约束条件采用不同形式的代价函数．ＨＫＢ
方法是通过约束剩余矢量平方最小，得到η的 ２范数
解，也就是最小二乘解ηＬＳ，进而重新带回式（７）求得剩余
矢量的功率σ^

２
ＬＳ即σ^

２
ＬＳ＝‖ＸηＬＳ－ｂ‖２；改进方法是通过

约束剩余矢量绝对值最小，得到η的１范数解ηｌ１
［１８］，然

后带入式（７）求得新的剩余矢量功率σ^２ｌ１即式（２０）．
误差平方和误差绝对值是两个常用的代价函数，

反映了对误差建模的不同的评价机制［１７］．在自适应波
束形成应用背景下，通常取有限个样本求其算术均值

并近似作为统计均值代替接收数据的协方差函数．理
论上样本需要无限长，但实际上只需足够长，能够满足

工程上的一定精度要求即可．习惯上认为小快拍是在
快拍数不满足足够的快拍数的情况，大快拍是达到了

足够的快拍数情况．
通常认为小快拍下，噪

声，期望信号以及干扰信号之

间存在一定的相关性，会使式

（７）中的余量偏小，为了得到
合适的余量，这时就需要对剩

余矢量给予较大的权重；然

而，在大快拍下，噪声，期望信

号以及干扰信号之间的非相

关性增强，这时式（７）中的剩
余矢量方差通常会比较接近

真实值，此时保持原本的剩余矢量数值即可．因此，基
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于以上分析，本文采用误差绝对值作为式（７）中剩余矢
量的代价函数，用来增强求解的可靠性．如图１所示，显
然以绝对值函数作为代价函数对余量加权随快拍数变

化时更加接近真值，而以平方函数为代价函数，在小快

拍时，加权系数小，会弱化小快拍情况下的余量方差；

而在大快拍下加权系数增大变快，恶化了大快拍情况

下已经准确的余量方差，这样的加权与实际数据的特

征不符，反而使得求解不准确．这就是ＨＫＢ算法在大快
拍下，效果变差的原因．

通过分析式（７）中剩余矢量随数据快拍数的变化
趋势，得到以余量的绝对值函数作为误差代价函数是

合理的，这是新算法有效的原因．

５ 数值仿真

为验证本文采用的以误差绝对值作为代价函数的

脊参数计算方法 ＯＲＲ（ＯｎｅｎｏｒｍＲｉｄｇｅＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ），下面
通过一些数值仿真，对目前常用自动计算加载系数的

对角加载算法进行性能比较．仿真参数设置如下：考虑
一个 ｍ＝１０的均匀线阵，阵元间距为半波长．三组窄带
平面波入射，其中期望信号θｓ＝２０°，信噪比 ＳＮＲ＝０ｄＢ，
其余两个是相互独立的干扰信号，一个从－３０°入射，另
一个和期望信号接近，其空间角频率 ｗ＝πｓｉｎ（θｓ）＋
（２πγ）／Ｎ，其中γ＝０．９，表示干扰与期望信号的相关程
度．两个干扰信号的干噪比 ＩＮＲ＝１０ｄＢ．该组仿真参数
属于比较恶劣的情况，干扰与期望信号的功率相近，且

不太大．在非理想情况下，设阵列存在导向矢量误
差［１９］，为一个服从均值为０、协方差矩阵为δ２Ｉ的复向
量，δ＝０．１．对以下的算法进行比较分析：ＳＣＢ标准波束
形成算法、ＨＫＢ算法、ＲＢＬＷ算法，ＧＬＣ广义线性组合算
法．每次统计结果均为 ２００次 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ实验取平均
值．

仿真１ 输出ＳＩＮＲ随快拍数变化
快拍数从１０到２００变化，其他条件如上述参数设

置，分别仿真理想情况下和非理想情况下的性能．图２
（ａ）为理想情况下的算法性能比较，从图中可以看出本
文的ＯＲＲ算法在所比较的四种算法中性能是最好的，接
着是已知噪声分布先验信息的 ＲＢＬＷ算法，然后是 ＧＬＣ
算法，最后是ＳＣＢ．如图所示，ＨＫＢ算法出现了随快拍数
的增加性能下降的情况，其在快拍数较小的情况下，与

本文ＯＲＲ算法相当，这有可能是小快拍下代价函数带来
的差异不明显造成的．图２（ｂ）为非理想情况下的算法性
能比较，本文的ＯＲＲ算法仍然最好，这时ＨＫＢ算法性能
改善，但是从曲线的变化可以看出，若快拍数再增大，

ＨＫＢ算法还是呈下降趋势．因此，从这组仿真图可以看
出，本文ＯＲＲ算法确实对ＨＫＢ算法进行了有效地改善，
ＯＲＲ算法性能稳定，并且在小快拍数据下，性能也稍优

于需要先验信息的ＲＢＬＷ算法和ＧＬＣ算法．

仿真２ 小快拍下输出 ＳＩＮＲ随ＳＮＲ变化
信噪比从 －１０ｄＢ到 １０ｄＢ变化，快拍数为２０，其他

条件如上述参数设置，分别仿真理想情况下和非理想

情况下的性能．在雷达信号处理背景下的自适应波束
形成应用环境中，小快拍数据和高信噪比通常是恶劣

的条件．从图３的仿真结果可看出，在小快拍数据下，本
文ＯＲＲ算法和 ＨＫＢ优于其他算法，而且在信噪比增大
时且阵列存在误差时，ＯＲＲ算法比ＨＫＢ算法优势增大．
因此，从这组仿真可以得出，ＯＲＲ算法的稳健性较强．

仿真３ 输出 ＳＩＮＲ随指向误差的变化
设期望信号的波束指向存在一定的误差，指向误差

在（－２°，２°）之间变化，其他条件如上述参数设置，分别
仿真快拍数为２００和２０的性能．从图４（ａ）可以看出，本
文ＯＲＲ算法性能随指向误差变化不明显，当指向误差增
大时，性能下降不多．ＨＫＢ算法在指向无误差时性能反
而变差，这和图２（ａ）中的快拍数为２００时的情况一致．
其余算法受指向误差变化比较明显．从图４（ｂ）可以看
出，在小快拍数据下，所有算法均对指向误差的变化不

敏感，而本文ＯＲＲ算法的性能是最好的，比图４（ａ）的大
快拍数据情况下，性能下降约１５ｄＢ．从这组仿真可以看
出，ＯＲＲ算法对指向误差有很好的稳健性，适应性强．

仿真４ 加载量随快拍数和噪声功率的变化

如图５（ａ）所示，快拍数从 １０到 ２００变化，此时噪
声功率为０ｄＢ，其他条件如上述参数设置．本部分仿真
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增加了ＦＤＬ（ＦｉｘｅｄＤｉａｇｏｎａｌＬｏａｄｉｎｇ）算法，其加载量是主
观确定的，本文中取噪声功率的 １０ｄＢ．如图所示，ＦＤＬ
算法为一条直线，表明已知噪声功率时，其加载量不随

快拍数变化；ＧＬＣ算法和ＲＢＬＷ算法的加载量均随着快
拍数的增加而减少，ＨＫＢ算法的加载量随着快拍数的

增加而迅速增加，ＯＲＲ算法随着快拍数的变化始终保
持着一定的加载量，只在小快拍时小幅度增加．ＯＲＲ算
法得到的加载量约是噪声功率的１５ｄＢ，这说明 ＯＲＲ算
法的加载量始终与噪声功率成确定倍数关系，而且不

随快拍数显著变化．
如图５（ｂ）所示，噪声从 －１０ｄＢ到 １０ｄＢ变化，快拍

数为１００，其他条件如上述参数设置．根据经验值，最优
加载量为噪声功率的 １０～１５ｄＢ［２］，ＦＤＬ算法是一条斜
线，加载量始终是噪声功率的１０ｄＢ；ＧＬＣ算法和 ＲＢＬＷ
算法的加载量均随着噪声功率的增加以很小的幅度增

加，显然此时加载量已不能满足抑制小特征值带来的

影响；ＨＫＢ算法的加载量近似为噪声功率的１０ｄＢ，已经
超出了最优加载量的加载范围，因此会带来协方差矩

阵的过加载；ＯＲＲ算法的加载量近似为噪声功率的
１５ｄＢ，故ＯＲＲ算法计算出的加载量最接近最优加载量．

从这组仿真结果可以看出，本文 ＯＲＲ算法在大快
拍和小快拍数据情况下，均能自适应地计算出合理的

加载量，并且加载量接近最优加载量，对数据中的噪声

成份有很好的抑制作用，能有效的改善旁瓣起伏效应．

６ 结论

对角加载算法是自适应波束形成中的一个经典算

法，它在工程上易于实现，经常用来改善协方差矩阵特

征值扩散导致的波束畸变带来的性能下降．虽然对角
加载算法有效，但是加载系数难以确定，成了该算法应
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用中的一个弊端．本文提出一种完全由实际观测数据
确定加载系数的计算方法．该方法采用误差绝对值作
为广义线性回归模型中余量的代价函数，这样处理改

善了 ＨＫＢ算法在大样本数据时性能下降的缺点，而且
提高了算法在小样本时以及数据存在误差时的性能稳

健性．综上所述，本文算法不仅能够根据观测数据自适
应地计算加载系数，而且新的代价函数更加符合数学

模型在实际环境中变化，因此本算法具有较强的稳健

性，但是其中关于 ｌ１的求解需要占用较长的计算时间．
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